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Zusammenfassung Ziel und Hintergrund Mit wachsendem
Umweltbewusstsein riickt auch die Frachtberechnung als
ein wichtiges Hilfsmittel zur Beurteilung der Gewissergiite
weiter in den Vordergrund. Um so mehr ist es wiinschens-
wert, fiir die jeweilige Situation aufgrund der vorhandenen
Datenbasis das beste Verfahren zur Bestimmung von
Stofffrachten zu finden. Es werden Kriterien erarbeitet, um
diese Vorgabe zu erreichen.

Methode Die Fracht eines Wasserinhaltsstoffes ist eine inte-
grale Grof3e von zeitkontinuierlichen Transportwerten (Pro-
dukt von Konzentration und Abfluss) iiber einen bestimm-
ten Zeitraum, beispielsweise ein Jahr (Jahresfracht). Da die
tiblicherweise zur Verfiigung stehenden Daten jedoch nur
eine Stichprobe im Sinne der Statistik darstellen und so-
mit das Ergebnis der Frachtbestimmung variieren kann, je
nach dem, welche Beobachtungen konkret vorliegen, ist der
berechnete Wert als eine Schitzung fiir die Fracht anzuse-
hen, der mit einer Unsicherheit behaftet ist. Diese durch die
Stichprobe induzierte Unsicherheit wird quantifiziert, indem
Varianz (Streuung um den ,,erwarteten Wert) plus Quadrat
der Verzerrung (Abweichung des ,.erwarteten” Wertes vom
wahren Wert) zumindest ndherungsweise ermittelt wird. Sie
hei3t mittlerer quadratischer Fehler. Die methodischen Er-
gebnisse werden durch Beispiele illustriert.

Schwerpunkt Das Hauptaugenmerk liegt auf den Verfahren,
die neben den zeitdiskret beobachteten Konzentrationsdaten
auf quasi-kontinuierliche Aufzeichnungen von weiteren
Einflussgrofen, insbesondere dem Abfluss, zuriickgreifen
konnen. Dazu werden mathematisch-statistische Modelle
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entwickelt, die Fracht abgeleitet und aufgrund der vor-
liegenden Daten geschitzt. Dabei zeigt sich, dass alle
Modellschitzformeln auf die tibliche Stichprobenformel
zuriickfiihrbar sind, zuziiglich von Termen, die aus dem
Vergleich bestimmter Malizahlen (z.B. Mittelwert) der
quasi-kontinuierlichen und der diskreten Stichprobenwerte
hervorgehen. Die Stichprobenformel wird in dieser Weise
»stetigkeitskorrigiert®. Diese Methodik heif3t ,,stetigkeitsba-
sierte” Frachtbestimmung.

Ergebnisse Uberraschenderweise zeigt sich, dass fiir die
Frachtberechnung allein keine komplexen mathematisch-
statistischen Modelle erforderlich sind. Das einfache lineare
Konzentrations- oder Transportabflussmodell geniigt be-
reits. Die Hinzunahme weiterer Einflussgroflen fiihrt meist
zu einem groferen mittlerem quadratischen Fehler in der
Frachtschitzung, obwohl die Modellanpassung an die Daten
nicht schlechter werden kann. Nur perfekte Modelle, die die
Konzentration nahezu exakt beschreiben, fithren zu einem
kleineren Fehler.

Schlussfolgerungen Zur Frachtberechnung geniigt die Ver-
wendung einer der angegeben Formeln mit einer ,,Stetig-
keitskorrektur®, was ohne die Verwendung eines Software-
Programms moglich ist.

Schliisselworter Frachtberechnung - Gewissergiite -
Mittlerer quadratischer Fehler - Schadstoffe - Statistische
Modelle - Systematische Stichprobe

Analysis of ‘“‘continuity-based” methods
for load calculation in bodies of flowing water
Abstract Aim and background Increasing ecological aware-

ness puts the load as a tool for water quality assessment in
the foreground. Therefore it is very desirable to find optimal
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procedures for any given situation on basis of existing data.
Criteria will be derived to fill that desire.

Method The load for a water ingredient is an integrated en-
tity of time-continuous loads (product of concentration and
flow) for a given time, i.e. a year (yearly load). Normally
you can only observe a sample (in a statistical meaning)
of these data. Therefore, load calculations vary with the
concrete sample given. Each such calculation represents
an estimation of the load, afflicted with some uncertainty.
This uncertainty can be quantified, at least approximatively,
by adding variance (scatter around “expected” mean)
and the square of bias (divergence of “expected” mean
from true mean). This quantity is called “mean squared
error”’. The methodological results will be illustrated by
examples.

Focus The main focus lies on the methodologies, which,
besides data of concentrations observed discretely in
time, additionally use quasi-continuously recorded data
of other variates, namely the flow. For that situation,
statistical models are developed and the load derived and
estimated according to existing data. Hereby it is seen that
all model based estimation formulae can be described as
standard sampling formulae plus some additional terms
which stem from comparison of some measurements (i. e.
mean) for quasi-continuous and discrete samples. This
way a “continuity-correction” is performed on the standard
formulae for the sampling case. This method is called
“continuity-based” load determination.

Results A surprising result is that no complicated
mathematical-statistical models are necessary to determine
the load. A simple linear concentration- or load-flow-model
is sufficient. Additional variates lead, most of the time, to
a larger mean squared error in load estimation, even when it
is well known that they cannot detoriate the model fit. Only
models which describe the concentration extraordinarily
precise, near perfection, result in a smaller error.
Implications It is enough to use one of the given formulae
with some “continuity correction” to calculate a load. That
can be done without using any software.

Keywords Load calculation - Mean squared error -
Pollutants - Statistical model - Systematic sample -
Water quality

1 Einleitung

In den nationalen und internationalen Forschungsbemii-
hungen im Umwelt- und insbesondere im Gewisserschutz,
dokumentiert durch vielfdltige Zielvorgaben und Auf-
tragsstudien, stellt die Bestimmung von Stofffrachten in
FlieBgewissern einen wichtigen Bestandteil zur Uber-
wachung des Schadstoffeintrags dar. Umfassender und
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allgemeiner Art sind beispielsweise das vom Bundesmi-
nisterium fiir Bildung und Forschung (BMBF) geforderte,
aus 13 Teilen bestehende Projekt Sediment Dynamics and
Pollutant Mobility in Rivers (SEDYMO), siehe Forstner
und Westrich (2005) und Westrich und Forstner (2005), das
sich also schwerpunktméfig mit der Feinsedimentdynamik
und Schadstoffmobilitit in FlieBgewissern befasst. Ferner
gibt es zahlreiche Beitrige im Zusammenhang mit der
EU-Wasserrahmenrichtlinie (BMU 2004, 2005), etwa Fehr
(2000) zum Thema Nihrstoffbilanzen fiir Flusseinzugs-
gebiete oder Trepel und Kluge (2002) zur Eignung von
Modellen fiir deren Umsetzung, um nur einige neuere
Forschungsarbeiten zu nennen.

Teilweise bzw. iiberwiegend dem Thema Frachtberech-
nung widmen sich das Projekt von Richards (1998), der
Beitrag von Brunswig (2000), die OSPAR-Pilotstudie von
Heininger und Schild (2002) und das mehrjdhrige Vorhaben
von Go6lz und Schmidt (2003). Wihrend in den meisten
Berichten bekannte Verfahren zur Frachtberechnung zur
Anwendung kommen, empfiehlt Brunswig sein Simula-
tionsmodell TRANSPOS fiir diese Aufgabe. Daneben gibt
es weitere Arbeiten in diesem Bereich, wie etwa die von
Klopp (1986), Steinebach (1994), Keller et al. (1997),
Schreiber und KrauB3-Kalweit (1999) oder Hilden (2003),
die aufgrund praktischer Erfahrungen und empirischer
Beispielrechnungen Empfehlungen zur Frachtberechnung
ableiten.

Probabilistische Ansdtze im Zusammenhang mit ei-
nem regionalen Modell zu Konzentration und Abfluss
diskutieren beispielsweise Warn und Brew (1980) und
DiToro (1984). Dem Autor ist jedoch keine Arbeit bekannt,
die bei Frachtberechnungen versucht, den Stichproben-
fehler mathematisch-statistisch zu quantifizieren, um zu
objektiven Beurteilungen zu kommen. Das konnte daran
liegen, dass die Theorie trotz der einfachen Fragestellung
klassische Wege verlisst. Ublicherweise liegt eine zeit-
dquidistante Auswahl der Beobachtungszeitpunkte vor. Der
erste Zeitpunkt ist im Prinzip rein zuféllig gewihlt und die
weiteren Zeitpunkte werden im festen Abstand vorgegeben.
Also sind im statistischen Sinne alle Zeitpunkte zufillig
und zudem abhiéngig voneinander. Die bei diesem Zeitstich-
probenplan zu realisierenden Messgroenwerte sind dann
ebenfalls als zufdllig, abhdngig und auch als nichtstationir
anzusehen, siehe Hebbel (2006). In dieser Form gehen
sie als Einflussgrofen in die mathematisch-statistischen
Modelle ein. Damit kann nicht mehr die Modelltheorie
mit festen Regressoren und besten linearen unverzerrten
Schitzern herangezogen werden. Die Schitzer sind infolge
zufilliger Einflussgrofen vielmehr nichtlinear und verzerrt.
Um dennoch die Herleitung der Ergebnisse verstindlich
zu machen, bedarf es einiger mathematischer Begriffsbe-
stimmungen. Eine Vertiefung in die Theorie ist in Hebbel
(2006) und Hebbel und Steuer (2007) zu finden.
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2 ZeitintervallmafBizahlen von MessgrofSen

Auf einem vorgegebenen Zeitintervall J von Zeitpunkt #, bis
tp und damit der Linge |J| = #, — t, werden verschiedene
Messgroflen X, Y usw. im Zeitverlauf betrachtet, insbeson-
dere der Abfluss Q und die (querschnittsgemittelte) Kon-
zentration eines Wasserinhaltsstoffes C an einem FlieBquer-
schnitt. Die theoretischen Werte zu einem Zeitpunkt # aus J
sind dann X (7), Y(¢) usw. Konkret ermittelte Werte zu aus-
gewihlten Messzeitpunkten #; aus J werden bezeichnet mit
X(;), Y(#;) usw.

Der theoretische bzw. empirische Intervallmittelwert der
Messgrofie X ist der theoretische bzw. empirische (arithme-
tische) Mittelwert im Zeitintervall J, gegeben durch

1 / - 1
ux=— | X@®dt bzw. X = — X(),
[J1Js ’1;

z. B. Jahresmittel, Tagesmittel, Stundenmittel, je nach Wahl
von J.

Die theoretische bzw. empirische Intervallvarianz
der MessgroBle X ist die theoretische bzw. empirische
mittlere quadratische Abweichung vom entsprechenden
Intervallmittelwert im Zeitintervall J, gegeben durch

1

0')2(: f(X(t)—,uX)2 dt:,uxz—ui bzw.
J

1 « — — —
2 2
=— X)) —X) =X*-X.
Sk =7 ;_1 (X(@) — X)
Die theoretische bzw. empirische Intervallkovarianz der
Messgroflen X und Y im Zeitintervall J ist definiert durch

1
oxy = Wil /J(X(l) —ux)(Y(@) — py)dt = pz — pxpy

bzw.
1 - - = ==
sn=;§}nm—xxmn—n=Z—XY
i=1

mit der multiplikativen GroBe Z = X Y und stellt ein Maf}
fiir ihren theoretischen bzw. empirischen linearen Zusam-
menhang in J dar.

Die theoretische bzw. empirische Intervallkorrelation der
MessgroBen X und Y im Zeitintervall J ist ein auf den Be-
reich —1 bis 1 normiertes Mal fiir ihren theoretischen bzw.
empirischen linearen Zusammenhang in J, gegeben durch
pxy = oxy [ox0y bzw. rxy = sxy [sxsy.

Diese Intervallmaflzahl gibt an, wie gut die Werte X(1),
Y(¢) bzw. X(1;), Y(¢#;) in J auf einer Modellgeraden der Art

Y0 =y + (X0) = ) 25+ UG baw.
X
v < SXY
Y(t)) =Y + (X(#) — X)s—2 + U(1)
X

liegen. Dabei wird Y zuriickgefiihrt auf einen in X li-
nearen Teil und in einen Restteil (als Differenzgrofie).
Werden die Gleichungen nach U(#) bzw. U(t;) aufgelost
und ihre Intervallvarianzen berechnet, ergibt sich unmit-
telbar alzj = 01% - G)Q(Y/o)% bzw. s%] = slz, - sgﬂ,/sgf. Fiir
pxy = 1(=1), d.h. 0%, = 0302 bzw. rxy = 1(=1), d.h.
sﬁy = s§s§ ist die Gerade positiv (negativ) geneigt und
die Abweichungen U(f) bzw. U(t;) sind identisch Null
im betrachteten Intervall, da in diesem Fall 0(21 =0 bzw.
S%j =0 ist. Fir pxy =0 bzw. rxy =0, also oxy =0
bzw. sxy = 0, spielt der lineare Teil im Modell keine
Rolle. In diesem Fall heilen X und Y theoretisch bzw.
empirisch intervallunkorreliert oder linear unabhdngig im
Zeitintervall J.

Die Intervallkorrelation der Ganglinien X (¢) und Y(¢) im
Intervall J hiingt danach sowohl von ihren Funktionstypen
(in 7) als auch vom betrachteten Intervall J ab, aus dem
¢t stammt. Ist speziell eine der zentrierten Funktionen
X(t) — pux, Y() — pny beziiglich der Intervallmitte von
J gerade und die andere ungerade, so ist ihr Produkt
ungerade und damit das Integral bzw. oxy gleich Null. Im
X — Y-Diagramm bilden in diesem Fall die Punktepaare
(X(?), Y(¢)) vom Intervallanfang (¢ = ¢,) bis Intervallende
(t =tp) einen Weg, der ,,symmetrisch zum Mittelpunkt
(nx, ny) verlauft. Eine bestimmte positiv oder negativ
geneigte Richtung des Gesamtweges ist nicht erkennbar.

Beispielsweise liegen fiir die ungeraden bzw. geraden
Funktionen X(f) =sin¢#, Y(f) =cost die Punktepaare
(X (1), Y(t)) wegen X%(1) 4+ Y?(r) = sin®t 4 cos’>t = 1 fiir
t von 0 bis 27 auf einem Kreis mit Radius Eins. Eine
bestimmte Richtung ist auf dem Gesamtweg lings des
Kreises von 0 bis 27 nicht vorherrschend. Die Intervallko-
varianz ist Null. Hingegen wire fiir ein kleines Teilintervall
der Weg ein Teilstiick auf dem Kreis und dieser hitte (je
nach Ausschnitt) eine liberwiegend positive oder negative
Richtung und oxy wére ungleich Null.

3 Abfluss, Konzentration, Transport und Fracht

Der Abfluss (Durchfluss) an einem FlieBquerschnitt zum
Zeitpunkt ¢ ist das Wasservolumen, das sich pro Zeiteinheit
dort hindurch bewegt (z. B. in m3/s).

Die (Massen-)Konzentration eines Wasserinhaltsstof-
fes C an einem FlieBquerschnitt zum Zeitpunkt ¢ ist die
dort mittlere Konzentration zum Zeitpunkt ¢, (z.B. in
mg/l = g/m?). Im Folgenden wird abkiirzend von der
Konzentration C(f) gesprochen. Zur moglichst genauen
empirischen Bestimmung von C(f) sind entweder viele
Messungen im Querschnitt erforderlich oder es muss
aufgrund der Erfahrung eine ,représentative” Stelle im
Querschnitt ausgewihlt werden. Davon wird hier stets
ausgegangen.
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Der Transport T(¢) zum Zeitpunkt ¢ ist die pro Zeiteinheit
durch den Fliequerschnitt bewegte Masse eines Stoffes,
also (ndherungsweise)

®

T(®) = C(») Q(©) (dannin g/s) .

Die Fracht F im Zeitintervall J der Léange |J| (z. B. in s)
ist die in dieser Zeitspanne insgesamt durch den FlieBquer-
schnitt bewegte Masse eines Stoffes, also

F=|Jur = f (1) dt S f C(H) Q) dt (danning).
J J

Es ist zweckmiBig, eine weitere Grofe einzufiihren, die
im Zusammenhang mit der Fracht F steht. Sie wird hier
Mischprobenfracht M im Zeitintervall J (z. B. in s) genannt
und ist das auf J hochgerechnete Produkt der Intervallmit-
telwerte ¢ und g, also

M =|J|ucpno (danning).

Der Name Mischprobenfracht wird gewihlt, weil im
Prinzip der Intervallmittelwert pc iiber eine kontinuier-
liche zeitproportionale Mischprobe gewonnen werden kann,
wenn der Stoff ,,probenstabil“ ist und keine Konservierungs-
probleme auftreten. Bei ,,quasi-kontinuierlich® erfasstem
Abfluss ldsst sich auch o sehr genau berechnen, so dass
M in diesem Fall leicht und fast fehlerfrei ermittelt werden
kann.

Wesentlich fiir die weiteren Untersuchungen ist der Zu-
sammenhang der Fracht ' und der Mischprobenfracht M.
Nach Definition der Intervallkovarianz oc¢ ergibt sich un-
mittelbar die folgende Aussage:

Fiir die Fracht F und die Mischprobenfracht M gilt nach
Definition der Intervallkovarianz ocg die Fundamental-
gleichung

F=M+|Jlocg .

d.h. F und M stimmen dann und nur dann iiberein, wenn
ocg = 0, also wenn C und Q im Intervall unkorreliert sind,
wie am Ende von Kap. 1 beschrieben. Insbesondere fiihrt ein
Zusammenhang der Art C(f) =a+ b Q?%(f) nicht automa-
tisch zur Unkorreliertheit von C und Q im Intervall J, weil
dann ocg = b oy ist. Es miissten also Q%(H) und Q(p) im
Intervall J unkorreliert sein und das trifft auch nur fiir be-
stimmte Funktionstypen und Intervalle zu (z. B. Q(¢) unge-
rade in Bezug zur Intervallmitte).

4 Strategien zur Frachtermittlung
In der Praxis werden zur Frachtbestimmung und dabei spe-
ziell zur Gewinnung der Konzentrationsdaten im Wesentli-

chen die Mischprobenstrategie und die systematische Zeit-
stichprobe zugrunde gelegt.
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4.1 Mischprobenstrategie

Bei der Mischprobenstrategie wird das Gesamtintervall J in
Teilintervalle J; (i = 1, ..., n) eingeteilt, in die sogenann-
ten Messintervalle, die iiblicherweise gleich grof3 gewihlt
werden. In den Messintervallen wird dem FlieBgewisser
jeweils eine (zeitproportionale) Mischprobe entnommen,
d.h. in kleinen zeitlichen dquidistanten Abstinden inner-
halb eines Messintervalls werden Wasserproben gleichen
Volumens entnommen und zu einer gemeinsamen Probe
vereinigt. Dieses Vorgehen heilit Mischprobenstrategie.
Von der praktischen Probennahme iiber die chemische
Analytik bis hin zur Aufzeichnung des Zahlenergebnisses
konnen eine Vielzahl von Fehlern auftreten, die hier
samtlich unberiicksichtigt bleiben. Das Resultat ist rein
theoretisch jeweils der Intervallmittelwert C; = ¢ ; eines
Messintervalls J;. Weitere Voraussetzung ist, dass die
Abflussdaten Q(f) ,,quasi-kontinuierlich® vorliegen bzw.
jeweils der Intervallmittelwert Q; = g ; eines Messinter-
valls bekannt ist. Damit kann jeweils die Mischprobenfracht
M; = |J;|C; Q; berechnet werden. Der Wert

Fy=) M; mit M;=|J|C;Q
i=1

heit Frachtschdtzung nach der Mischprobenstrategie. Er
stimmt aber nicht mit der eigentlich gesuchten Fracht F
tiberein, er ist verzerrt. Aufgrund der jeweiligen Fracht-
fundamentalgleichung F; = M; + |Jilocg,; nach Kap. 3
mit der Intervallkovarianz ocg; im Teilintervall J; sowie
F =Y""_, F; ergibt sich der Zusammenhang

F=Fy+\Jlocoim, Fu=M+]|J|ocgex

wobei  ocgine = (1) Yi, IJiloco,i als interne und
ocgext = (1/1TD) D1y Wil (ree,i — e (g.i — io) als ex-
terne Intervallkovarianz bezeichnet werden, die sich zu o¢g
ergidnzen. Der mittlere quadratische Fehler der Schitzung
Fy fiir F ist durch das Verzerrungsquadrat |J |20§‘Q,im
gegeben.

Allgemein gelten bei positiven (internen und externen) li-
nearen C—Q-Zusammenhingen (Ausschwemmungseffekte)
die Relationen

F> FM s FM>M

und entsprechend bei negativen (internen und externen) li-
nearen C—Q-Zusammenhingen (Verdiinnungseffekte)

F<FM, FM<M.

Unterschiedliche Relationen, also F>Fy, Fy<M oder
F<Fy, Fy>M, sind zwar moglich, treten jedoch in der
Praxis seltener auf.

Je kleiner die Teilintervalle J; gewihlt werden, desto klei-
ner ist im Allgemeinen auch die Verzerrung, weil dann min-
destens eine der GroBlen C oder Q dort als konstant angese-
hen werden kann, d. h. o¢cg,; =~ 0 ist, vgl. Abschn. 4.3.
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Auch bei grofieren Teilintervallen J; stimmt die Fracht-
schitzung F); mit der Fracht F' dann iiberein, wenn sich im
Mittel die einzelnen Messintervallkovarianzen ocg,; aufhe-
ben, also wenn die interne Intervallkovarianz verschwindet.
Zur Ermittlung von Jahresfrachten erweisen sich in etlichen
praktischen Fillen 7- oder 14-tigige Mischproben als geeig-
net, da der interne lineare Zusammenhang von C und Q und
damit die Verzerrung relativ gering ist (vgl. Schreiber und
Krauf3-Kalweit 1999; Hebbel und Steuer 2007). Da aber vor
der Anwendung dieser Strategie kaum bekannt sein wird,
ob ocg,int & 0 ist, kann die Verzerrung nicht abgeschitzt
werden. Auch nachher ist es ohne zusitzliche Informatio-
nen nicht moglich, den Fehler zu quantifizieren und ggf. zu
korrigieren, da jeweils nur ein Wertepaar C;, Q; in einem
Teilintervall vorliegt, aus dem die einzelne Kovarianz ocg ;
nicht sinnvoll geschitzt werden kann.

Zusammenfassung Der Mischprobenschitzer F), ist
rein mathematisch-statistisch gesehen immer dann gut,
wenn der mittlere lineare Zusammenhang von C und Q
in den Probenintervallen gering ist. In vielen praktischen
Fillen ist diese Voraussetzung zutreffend.

4.2 Stichprobenstrategie

Werden zu einzelnen ausgewihlten Zeitpunkten #; aus
Lrepriasentativen® Messintervallen J; (i =1,...,n), die
eine Zerlegung des Gesamtintervalls J darstellen, Was-
serproben entnommen und analysiert, dann liegt eine
Stichprobenstrategie vor. Die Zeitpunkte bzw. Mess-
intervalle werden als reprdsentativ angesehen, wenn
F; Zf-]i CHO@dt = |J;|Ct;)Q(t;) gilt. Dann ist die
Frachtschitzung durch

Fs =" |Ji| Ct) Q1)

i=1

recht genau fiir die Fracht F = )_;_, F;. Um diese nihe-
rungsweise Gleichheit zu erreichen, insbesondere bei grofie-
ren Teilintervallen, miissten im Prinzip Konzentration und
Abfluss stindig beobachtet werden. Die praktische Umset-
zung einer derartigen sogenannten bewussten Auswahl wire
sehr personal- und zeitaufwindig sowie stoffabhingig (ei-
nerseits wegen unterschiedlicher Dynamiken und anderer-
seits aus chemisch-analytischen Griinden). Daher wird die
bewusste Auswahl im Allgemeinen nicht realisierbar sein
und hier nicht weiter verfolgt. AuBlerdem lief3e sich der sta-
tistische Fehler nicht abschétzen.

Realistisch gesehen sind die Beobachtungszeitpunkte
mehr oder weniger zufillig festgelegt. Sind sie nach einer
rein zufdlligen Zeitstichprobe ausgewdhlt, dann ist Fjy
erwartungstreu fiir F und die Varianz ist durch |J |2%o%
gegeben. Je ,dynamischer die Transportganglinie ist,
desto ungenauer ist die Schitzung. Deshalb ist es sinnvoll,

vorab eine Einteilung in Messintervalle (genannt Schichten)
Ji, i=1,...,m, so vorzunehmen, dass innerhalb eines
Teilintervalls die Transportganglinie moglichst wenig
schwankt. Dann werden unabhingig in jedem Teilintervall
jeweils n; Zeitpunkte mit ) ;- n; = n rein zufillig fiir die
Probennahmen bestimmt. Der Schétzer Fy ist dann nach wie
vor erwartungstreu und nunmehr ist die Varianz gegeben
durch 7, |J,<|2%o% ;- Fiir kleine Teilintervallvarianzen
o7, wird die Schiitzunsicherheit gegeniiber der reinen
Zufallsauswahl verringert. Aber auch diese geschichtete
Zeitstichprobe ist stoffabhiingig und damit schwierig in die
Praxis umzusetzen. Fiir Stoffe, die stark abflussabhingig
sind, sollte demnach in niederschlagsreichen Zeiten dichter
als in niederschlagsarmen Zeiten beprobt werden.

Von besonderem Interesse ist hier die bevorzugt verwen-
dete systematische Zeitstichprobe. Der erste Zeitpunkt #; ist
aus Jj rein zufillig ausgewéhlt. Die iibrigen Zeitpunkte #;
werden dann stets im gleichen Abstand aus den gleichlan-
gen Teilintervallen J; ausgewdhlt, d. h. | J;| = |J|/n. Der auf
das Gesamtintervall J hochgerechnete empirische Intervall-
mittelwert des Transports, also

_ — 1<
Fs=[JIT mit T=-Y Ct) Q).
ni:l

heit Frachtschdtzung aufgrund einer systematischen Zeit-
stichprobe. Auch dieser Schitzer ist erwartungstreu. Die
Varianz und damit der mittlere quadratische Fehler ist durch
|J|? 277 gegeben. Dabei bezeichnet Y77 den Mittelwert
aller n - n moglichen Messintervallvarianzen/Kovarianzen
von T aus J; und J;. Um die Varianz, die niherungsweise
der einer geschichteten Zeitstichprobe mit n; = 1 entspricht
zu reduzieren, muss offenbar in Zeitintervallen héherer
Dynamik von Konzentration bzw. Abfluss dichter als
in Bereichen geringerer Dynamik beprobt werden. Als
Faustregel konnte gelten, dass pro Abflusswelle mindestens
zwei Proben erforderlich sind. Eine Verdopplung des Stich-
probenumfangs halbiert in etwa die Varianz, wenn sich die
Messintervallkovarianzen autheben. Wenn nicht, kann sogar
eine weitere Verbesserung aber auch eine Verschlechterung
auftreten, je nach Vorzeichen der internen Kovarianz.

Weitere Einzelheiten zu Stichproben in kontinuierlichen
Grundgesamtheiten sind in Hebbel (2000) und Hebbel und
Steuer (2001) zu finden.

4.3 Quasi-kontinuierliche Beprobung

Eine Beprobungsstrategie zur Frachtbestimmung heif3t
quasi-kontinuierlich, wenn in den Messintervallen J;
mindestens eine der Grofien Konzentration C, Abfluss QO
oder Transport 7 dort als konstant angesehen werden
kann (im Vergleich zur Variation im Gesamtzeitraum). Die

Intervallkovarianzen ocg; bzw. die Intervallvarianzen o7,
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verschwinden, und folglich ist die Fracht F (nahezu) exakt
durch F); bzw. Fs (nach Abschn. 4.1 und 4.2) berechenbar.

In diesem Fall gilt daher fiir die Fracht (mit sehr guter
Niherung)

®
F=) 15CQi,
i=1

wobei C; 2 () und 0; € 0(;) die (mittleren bzw.
konstanten) Konzentrations- und Abflussdaten in J; dar-
stellen. Damit kann die quasi-kontinuierliche Beprobung
sowohl als Misch- als auch als Stichprobe angesehen
werden.

Bei der Berechnung von Jahresfrachten mit der Jahres-
lange |J| =365d und d=124-60-60s = 86400s gelten
stiindliche Beobachtungen (Mischproben oder Punktpro-
ben) als quasi-kontinuierlich. Die Frachtermittlung aus den
vorliegenden Daten ist (fast) fehlerfrei. Anders ist die Situa-
tion bei tiglichen Probennahmen. Im Verlauf eines Tages J;
werden die Groflen C, Q oder T nicht mehr konstant sein.
Vielmehr muss mit groflerer Dynamik und bei bestimmten
Stoffen mit typischen periodischen Tagesschwankungen
gerechnet werden, siehe dazu Symader (1988) und Symader
und Strunk (1991). Fiir Tagesdaten (Mischproben C;,
Q; oder Punktproben C(t;), Q(#;)) haben Hebbel und
Steuer (2007) gezeigt, dass die Frachtberechnung nach
Fy bzw. Fy liber einen lidngeren Zeitraum (von mehreren
Monaten) dennoch sehr genau ist. Die Einzelfehler heben
sich weitgehend auf, sodass der Gesamtfehler der Fracht
im Allgemeinen im Promillebereich liegt. Werden an einem
Tag Einzelproben zu einem Zeitpunkt #; genommen, dann
ist darauf zu achten, dass sie moglichst ,,reprisentativ fiir
den jeweiligen Tag im Sinne des Tagesmittelwertes sind.
Insbesondere sollte also nicht bei extremen Tagessituatio-
nen untersucht werden. Zumindest sollten die Uhrzeiten der
Beprobungen, d. h. die Routenplanungen, von Tag zu Tag
wechseln.

5 Frachtermittlung bei Vorinformation

Bei der Mischprobenstrategie werden (quasi-)kontinuierlich
beobachtete Abflussdaten benétigt. Daher ist ein Vergleich
mit der Stichprobenstrategie nur dann geeignet, wenn
dieselbe Information iiber den Abfluss genutzt wird. Im
Folgenden werden daher systematisch erhobene Konzen-
trationswerte C(t;),..., C(t,) und als ,,Vorinformation*
(quasi-)kontinuierlich  aufgezeichnete  Einflussgrofen,
insbesondere die Abflussdaten Q(f), vorausgesetzt, die
auch zur Modellbildung herangezogen werden konnen
(Abschn. 5.2).
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5.1 Nicht-modellbasierte Frachtschétzer

Die nicht-modellbasierten Frachtschitzer stellen eine
Modifikation des Stichprobenschitzers Fs unter Nutzung
kontinuierlicher Abflusswerte dar. Nachfolgend werden
die vier wichtigsten Schitzer vorgestellt und miteinander
verglichen.

Schitzer 1 Aus der Fracht F = |J|ur mit der Dar-
stellung wr = ucpg + ocg, vgl. theoretische Intervall-
kovarianz in Kap. 2, ergibt sich der so genannte Momenten-
schdtzer

FO = 1J|(Crg + sco) = Fs — |IIC(Q — uo) ,

indem der theoretische Mittelwert pc durch den empiri-
schen Mittelwert C und die theoretische Kovarianz ocg
durch die empirische Kovarianz sco ersetzt wird. Die Um-
formung (nach dem zweiten Gleichheitszeichen) folgt aus
dem Stichprobenschitzer Fs = [J|T mit T = CQ + sco
und zeigt, dass der ,.einfache® Schitzer Fg dann korrigiert
wird, wenn die systematische Stichprobe den Abflussmit-
telwert po nicht richtig erfasst. Fiir 0< o erfolgt eine
Korrektur nach oben, bei Q > 1o nach unten.
Schiitzer 2 Der Frachtschitzer

[Jil
|1

FO =111) Ct0Qi . gi=

i=1

ergibt sich aus Fg, wenn statt der Einzelwerte Q(#;) aus
J; die theoretischen Mittelwerte Q; verwendet werden.
Er ist erwartungstreu fiir Fj, da E(C(%;)) = C; gilt (vgl.
Hebbel 2006), und damit verzerrt fiir die eigentlich gesuchte
Fracht F. Statistisch gesehen ist dieser Schitzer fiir die
Fracht F folglich stets schlechter als Fj; (im Vergleich der
mittleren quadratischen Fehler), weil zu dem Quadrat der
Verzerrung noch die Varianz des Schitzers hinzukommt.

Schitzer 3 Werden in Fg die Einzelwerte Q(¢;) aus J;
durch den theoretischen Mittelwert 11 ersetzt, entsteht der
Schitzer

FO = |J|Cug .

Wegen E(C) = puc ist dieser Schitzer erwartungstreu fiir M
und somit ebenfalls verzerrt fiir F und die Varianz liegt in
der gleichen GroBenordnung wie die von F®. Da nach dem
Abschn. 4.1 in der Regel F); zwischen F und M liegt, ist
F® meist noch schlechter als @,

Schiitzer 4 Die lineare Interpolation

C(tiv1) — C)
Liy1 — 1

C)=C(t) +bi(t —t;) mit b; =

und ¢ aus einem Teilintervall J; zwischen #; und ¢, (bei
geeigneter Extrapolation am Anfang und Ende) fiihrt zu dem
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Schitzer

P& = f Cnomdt =Y f C(HQ) dt
J i=1 Y7

=Y IHCEH Qi + Y bildilowg. ~ .
i=1 i=1

Hierbei ist 0;p ; (in etwa) die Kovarianz von ¢ und Q in J;,
also ein MaB fiir ihren linearen Zusammenhang. Da aber
Q im Allgemeinen keinen linearen Trend mit der Zeit ¢ in
J; aufweist bzw. sich die linearen Trends im (gewichteten)
Mittel aufheben, ist der zweite Summand anndhernd Null,
so dass die lineare Interpolationsmethode (im Wesentlichen)
mit dem Schitzer 2 dquivalent ist.

Zusammenfassung Da die Schitzer 2, 3 und 4 (in der
Regel) statistisch schlechter als Fj; sind, werden sie im Fol-
genden nicht weiter betrachtet.

5.2 Modellbasierte Frachtschitzer

Der Ansatz besteht darin, Modelle fiir die Konzentration
bzw. den Transport der Art

C) = fX1(®),.... Xp(0)) + U@

bzw.
Tt = g1 (@), ..., Y,(0) + V(@)

mit den Nebenbedingungen
,LLU:O,UQU:O bzw. MVZO

zu entwickeln, deren Einflussgrofen X1 (7), ..., X, (¢) bzw.
Yi(®), ..., Y,(®) quasi-kontinuierlich beobachtet vorliegen.
Dabei sind U und V nicht beobachtbare Restgrofien. Die Ne-
benbedingungen stellen sicher, dass die Fracht darstellbar ist
in der Form

Fz/Jf(Xl(t),...,Xp(t)) Q(dt

bzw.

F = / g, ..., Y,(0)dt,
J

d.h. statt der Originalwerte C(f) bzw. T(f) konnen eben-
so gut die Modellwerte f(X((5),...,X,() bzw.
gYi(0,...,Y,() fiir die Frachtberechnung verwen-
det werden, die aufgrund der gemeinsamen Beobachtungen
von Einfluss- und Zielgroen zu den Beobachtungszeit-
punkten #1, ..., #, geschitzt werden, z. B. mit der Methode
der kleinsten Quadrate oder einem anderen Modellanpas-
sungskriterium.

Ublich ist in diesem Zusammenhang die Verwendung rei-
ner C-Q-Modelle wie beispielsweise

FO®) =a+ @D bzw.  f(Q(1) = a+ QY (D)

oder

__r
(Q(1) — Qo)
bzw. eine Kombination beider Ansitze, um sowohl einen
Anstiegs- als auch Verdiinnungseffekt in C bei wachsendem
0 zu beschreiben, siehe etwa Steinebach (1994), Keller et al.
(1997) und Brunswig (2000). Weist C(¢) in J einen periodi-
schen Verlauf auf, dann konnte die Hinzunahme der trigono-
metrischen Schwingungen sin A¢, cos Af mit A = 27r/|J| und
ggf. einiger Oberwellen niitzlich sein, vgl. beispielsweise
Uhlig und Kuhbier (2001a, b). Wird durch den Inhaltsstoff C
im Wesentlichen die Leitfiahigkeit L F bewirkt, die (quasi-)
kontinuierlich beobachtet wird, dann ist es sinnvoll, L F' als
eine Einflussgrofe im Modell zu beriicksichtigen, vgl. spa-
tere Beispielrechnungen.

Da in der Praxis jede Funktion (lokal) linear approximier-
bar ist, kann ohne groB3e Einschrinkung ein sogenanntes
lineares Modell, geschrieben als Zustandsgleichung

QM) =a+

Ct)=XiOB1 + ...+ X,(DB, + U®)

bzw.
T =YiOp1+...+Y,(0B, + V(D)

mit den obigen Nebenbedingungen gewihlt werden. Fiir
die Beobachtungszeitpunkte t = 11, . .., t, ergeben sich die
entsprechenden sogenannten Beobachtungsgleichungen,
aus denen die Koeffizienten geschétzt werden.

Die EinflussgroBen selbst konnen dabei auch nichtlineare
Transformationen anderer Gréf3en sein, beispielsweise vom
Abfluss Q(r) der Art

’ 1 1
'OV, 5 Gy
Dennoch gelten Modelle mit derart transformierten Ein-
flussgroflen als linear (in den Koeffizienten). Aus der
statistischen Theorie der linearen Modelle und ihren
Kleinst-Quadrate-Schitzungen konnen folgende Aussagen
abgeleitet werden, siche auch Hebbel und Steuer (2007)

(Abschn. 4.2):

1. Die C- und T-Modelle sind zwar dquivalent, weil sie
durch Multiplikation bzw. Division mit Q ineinander
iiberfiihrbar sind. Jedoch sind die Kleinst-Quadrate-
Schiitzer nicht identisch, da unterschiedliche Restqua-
dratsummen minimiert werden.

2. Sind in dem linearen Modell fiir die Konzentration C als
EinflussgroBen ein Absolutglied (X; = 1) und der Ab-
fluss (X, = Q) enthalten, dann werden fiir die (exakte)
Berechnung der Fracht F = |J|ur = |J|(ucig + oco)
iiber die Zustandsgleichung die iibrigen Einflussgrofien
gar nicht benétigt. Die betreffenden Koeffizienten ver-
schwinden. Bereits bei der Diskussion der theoretischen
Begriffe Fracht und Mischprobenfracht in Kap. 3 hatte
sich gezeigt, dass nur der lineare Zusammenhang

e?? Q@) .
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zwischen C und Q eine Rolle spielt. Diese Erkenntnis
setzt sich hier fort. Bei der Schitzung der Fracht aus
den Beobachtungsgleichungen hingegen entfallen die
weiteren Einflussgroflen nicht, vgl. Aussage 4.

3. Ein ,sparsames® Modell mit wenigen aber wichtigen
Einflussgroen ist oft besser als ein grofles kom-
plexes Modell mit vielen, teilweise unwesentlichen
EinflussgroBen und dafiir zwar einer etwas geringe-
ren Restvarianz. In einem Modell mit sehr vielen
Regressoren konnen die geschitzten Koeffizienten
groflere Varianzen/Kovarianzen aufweisen, die die
kleinere Restvarianz tiberkompensieren und somit in der
Frachtschitzung insgesamt zu einem deutlich gréeren
mittleren quadratischen Fehler fiihren.

4. Der Vorteil linearer Modelle besteht darin, dass die
Schitzung aufgrund der Beobachtungsgleichungen
zu den Zeitpunkten t;,...,t, nach der Methode der
kleinsten Quadrate unter den angegebenen Restriktionen
(Index r) geschlossen angegegeben werden kann.

Schitzer 5 Im C-Modell mit Absolutglied ergibt sich fiir die
Fracht der (restringierte) Schétzer

F® =F5 — J1(C(Q — o)
+ (5x0 — v + 1o F — 1)) Br)

S0P
1
S;QS T Sx0

-~ -~ SCQ —

—1 n —1
Sxx SxQ » ﬁ = Sxx SxC -

Es sind x = (X --- X))’ der Vektor der Einflussvariablen,
X=X -- -Yp)’ bzw. py = (ux, - px,)" der Vektor ihrer
empirischen bzw. theoretischen Intervallmittelwerte, Sy, die
Matrix ihrer empirischen Intervallvarianzen/Kovarianzen
und s,p bzw. o, der Vektor der empirischen bzw. theoreti-
schen Intervallkovarianzen der Einflussgroffen und Q usw.
Der hochgestellte Strich bedeutet das Transponiertzeichen
fiir Vektoren und Matrizen.

Besteht x nur aus einer Einflussgrofe X, dann kiirzen sich
die meisten Werte und es verbleibt E, =scx/ sg(, vgl. Schit-
zer Samit X = Q.

Im Spezialfall, dass eine der Einflussgroflen neben
dem Absolutglied der Abfluss Q ist, ergibt sich die Ver-
einfachung Er = E

Der einfache Stichprobenschétzer Fs wird durch den Zu-
satzterm ,.korrigiert™, wenn die Stichprobe sowohl die Inter-
vallmittelwerte von Q und der Einflussgroflen X ; als auch
die Kovarianzen von X; und Q nicht richtig erfasst. Die
Richtung der Korrektur wird dabei durch die jeweiligen Vor-
zeichen bestimmt.

Schiitzer 5a Ist im Schitzer 5 der Abfluss Q die einzige
Einflussvariable, dann gilt fiir den sogenannten Regressions-
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schditzer
P = £~ 19)(C@~ o) + 6}~ o+

1o(Q — MQ))SCTQ> .
S0
Der Schitzer F) kann damit auch approximativ als ein
Schitzer in einem linearen C-Q-Modell angesehen wer-
den. Der Unterschied besteht darin, dass zusitzlich eine
Korrektur von Fs erfolgt, wenn die Stichprobe auch die
Intervallvarianz von Q nicht richtig erfasst. Enthilt die
Ganglinie von Q zahlreiche Extremwerte (Hochwasser,
Niedrigwasser), so wird die Stichprobenvarianz von Q sehr
schwanken und die Folge konnen ,,Uberkorrekturen® sein.
Daher empfielt sich der Schétzer 1 als robuste Variante des
Schitzers Sa.
Schiitzer 6 Im 7-Modell gilt fiir den (restringierten)
Frachtschitzer

FO = Fs —J|G — 1)) Br

B=p+2lsis.
V Sy y
Die Bezeichnungen sind analog zum C-Modell gewihlt und
die Interpretation des Schitzers ist entsprechend.

Schiitzer 6a Enthilt das Modell als einzige Einflussgrofie
den Abfluss, d. h. ist y = Q, dann gilt

n —1
,8 = Syy SyT -

Qll N

und damit (wegen Fg = |J|7)

= - T _ . 1o
FO = Fs —1J1(Q — po)= = Fs— .
0 0

Das Resultat ist ein so genannter Verhdltnisschdtzer und
wird von OSPAR in den (RID) Principles empfohlen, siche
INPUT (2000).

Schiitzer 7 Ist ein Absolutglied vorhanden und wird
das T-Modell in der Form T(f) =a+ y()'B+ V()
geschrieben, dann vereinfacht sich der Frachtschitzer zu

FO = Fs—[JI5— B mit B=S sy .
Schiitzer 7a Ist iiberdies y = Q, so folgt speziell
~ a J— ST
FU = Fs = |J1(Q — o) 5= -
S0
Die Wahl eines Absolutglieds im 7-Modell sollte sorgfil-

tig tiberlegt werden. Im analogen C-Modell wire die ent-
sprechende Einflussgrofie 1/Q(7), d. h. das Absolutglied im
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T-Modell ist nur dann sinnvoll, wenn ein gleichbleibender
,» Verdiinnungseffekt* umgekehrt proportional zum Abfluss
zu erwarten ist bzw. wenn stets ein ,,Grundtransport® vor-
handen ist.

Zusammenfassung Wenn es die Datenlage zulésst, sollte
ein ,stetigkeitskorrigierender Frachtschitzer verwendet
werden. Unproblematisch und in der Giite vergleichbar
sind der Momentenschditzer 1, der Regressionsschdtzer Sa
und der Verhdltisschdtzer 6a, die in der Regel bessere
Ergebnisse liefern als der einfache Stichprobenschétzer
Fs. Der Schitzer 7a ist nur in Ausnahmeféllen brauchbar.
Weitergehende Modellschétzer 5 oder 7 miissen sachlogisch
sehr gut begriindet sein und die Konzentrations- bzw.
Transportganglinie nahezu exakt beschreiben. Modelle, die
sich lediglich an einer ,,guten* Datenanpassung orientieren,
sind mit Vorsicht zu beurteilen.

6 Beispielrechnungen

Zur Veranschaulichung der Aussagen des Kap. 5 werden
vier typische Beispiele ausgewihlt. Zahlreiche weitere sind

in Hebbel und Steuer (2007) zu finden. Fiir die empirischen
Berechnungen werden wegen der einfacheren Unterteilung
nur Intervalle der Linge von 364 Tagen herangezogen. Die
Konzentrationsdaten C und die Abflussdaten Q sind quasi-
kontinuierlich als Tagesdaten (Tagesmischproben oder Ta-
gesstichproben) verfiigbar. Nach der Diskussion im Kap. 4
ist damit die Gesamtfracht ' im 364-Tageintervall, kurz Jah-
resfracht genannt, (fast) fehlerfrei berechenbar und dient als
Referenzwert. Die Mischprobenfracht M wird zur Veran-
schaulichung der Fundamentalgleichung aus Kap. 3 eben-
falls angegeben.

Als Stichprobenstrategien werden die 14-tigige Misch-
probe Fy, die einen Wert liefert, der meist zwischen F
und M liegt, und die 14-tigige systematische Stichprobe
Fg beziiglich der Konzentration C gewihlt, und zwar
fiir Chlorid Cl in Bimmen (Rhein) und Nitrat NOj3 in
Palzem (Mosel), jeweils fiir zwei verschiedene Jahre. Die
Mischprobe Fj; wird mathematisch (als Mittelwert iiber
jeweils 14-Tagesintervalle) bestimmt und ist somit frei
von sdmtlichen iibrigen Fehlern (vgl. Abschn. 4.1). Die 14
verschieden Werte fiir Fs sind als Liniengrafik dargestellt

Q

Q

NOs3

NOs3

. _ plsa)

Abb. 1 Ganglinien von Q, NO3 in Palzem (Mosel) 1980, die Werte
F—, Fy--, M --- und die 14 linear verbundenen Werte Fs— im
Vergleich mit ,,stetigkeitsbasierten” Frachtschitzern

Abb. 2 Ganglinien von Q, NO3 in Palzem (Mosel) 1981, die Werte
F—, Fy--, M --- und die 14 linear verbundenen Werte Fs— im
Vergleich mit ,,stetigkeitsbasierten” Frachtschitzern
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Q Q
Cl Cl
LF LF

Abb.3 Ganglinien von Q, Cl, LF in Bimmen (Rhein) 1979, die Abb.4 Ganglinien von Q, Cl, LF in Bimmen (Rhein) 1980, die
Werte F—, Fy- -, M --- und die 14 linear verbundenen Werte Werte F—, Fy- -, M --- und die 14 linear verbundenen Werte
Fs— im Vergleich mit ,,stetigkeitsbasierten” Frachtschitzern Fs— im Vergleich mit ,,stetigkeitsbasierten” Frachtschitzern
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und schwanken (wegen der Erwartungstreue) um F. Die
Schwankungsintensitit bestimmt die Varianz des Schitzers
Fs. Alle diese Werte sind zu Vergleichszwecken mit den
»stetigkeitskorrigierenden* Frachtschétzern in die Bilder
eingetragen.

In die Berechnungen einbezogen werden die C-Mo-
dellschitzer 1 und 5a, ein Modellschitzer 5 fiir Chlo-
rid Cl in Abhiéngigkeit der Leitfihigkeit LF sowie die
T-Modellschitzer 6a und 7a (Abb. 1-4).

Kommentare

Cl Die Ganglinien von Cl weisen einen deutlichen
Wochengang auf, ebenso wie die Leitfahigkeit LF mit sehr
dhnlichen Verldufen. Insbesondere 1980 iibertragt sich der
Wochengang auf die Schitzwerte Fg. Hier ist der Cl-LF-
Modellschitzer besonders gut. 1979 schneiden Momenten-
und Verhiltnischitzer 1 und 6a am besten ab und sind auch
besser als F;. Schitzer 7a deckt sich mit Fg. Die Vorteile
relativieren sich im Folgejahr 1980. Selbst stoffbezogen
sind also keine generellen Aussagen zur Verwendung eines
bestimmten Schitzers moglich.

NO3; Momenten- und Verhiltnischitzer sind deutlich bes-
ser als Fg, am besten ist jedoch F), (gering verzerrt), zumin-
dest fiir 1980. Schitzer 7a ist ganz schlecht und gar nicht erst
eingetragen (weil C nicht umgekehrt proportional zu Q ist).

1981 ist ein Beispiel dafiir, dass Fj; nicht zwischen F
und M liegen muss (interne und externe Kovarianz haben
verschiedene Vorzeichen).

Danksagung Fiir sehr viele wertvolle Hinweise und Anregungen
danke ich dem Arbeitskreis Chemometrie im UA1 des DIN NAW/AI,
insbesondere Herrn Dr. Neitzel und Herrn Dr. v. Tiimpling sowie den
Referenten.
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